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前回の復習

• 結び⽬は空間中の閉曲線、線を切らずに連続的に変形しても同じ結び⽬（結び⽬は⽣き物）

• 平⾯での結び⽬図式を使って結び⽬を表す。ライデマイスター移動という図式の局所変形を
使って結び⽬の同値性を調べられる。

RIII
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　ジョルダン・シェーンフリースの定理：
ジョルダン曲線 c の補集合は二つの連結成分からなり、それぞれの連結成分の境界は c に等しい。さらに、この二つの連結成分は単位円の内部と外部に同相である。
∃ 同相写像 f : R2 → R2 s.t. f(D) = 単位円板
これから全ての写像と曲線が滑らかであると仮定する。平面上のジョルダン曲線は平面上の円板を張ることを説明した。結び目 K と L が（位相的）同値であるとは、R3 から自身への向きを保つ微分同相写像 f : R3 → R3 が存在して、

f(K) = L

となることをいう。
S1 と c(S1) の同相を誘導する
二つの結び目図式が同値な結び目を表すための必要十分条件は、それらが有限回のライデマイスター移動の繰り返しで移りあうことである。
よって、{ 結び目 }/同値 = { 結び目の図式 }/R1, RII, RIII

{ 結び目 }/同値 = { 組紐 }/ 1○, 2○, 3○, 4○

a = (φ(θ),ϕ(θ))

p = (tφ(θ), tϕ(θ))

b = (cos θ, sin θ)

q = (t cos θ, t sin θ)

写像 F : { 結び目 } → A s.t.

K と L が同値 =⇒ F (K) = F (L) ∈ A

のとき、写像 F による像は結び目の不変量になる。
写像 F : { 結び目の図式 } → A s.t.

D1 と D2 がライデマイスター移動で繋がる =⇒ F (D1) = F (D2) ∈ A

のとき、写像 F による像は結び目の不変量になる。
写像 F : { 組紐 } → A s.t.

b1 と b2 が 1○, 2○, 3○, 4○ で繋がる =⇒ F (b1) = F (b2) ∈ A

のとき、写像 F による像は結び目の不変量になる。
結び目の交点数
c(K)：K を表す結び目図式の交差点数の最小値
結び目群＝基本群 π1(S3\K, p)

K：結び目



• ⾒た⽬や図式だけから同じ結び⽬かどうか判断しにくい、不変量が必要（⽣き物のDNA情報
のようなもの）

図式から不変量を定義する
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Aは整数、多項式、ベクトル空間、群、環、ホモロジーなどのような集合



前回受けた質問

質問１：トポロジーや結び⽬の考え⽅を利⽤している分野を知りたいです。

• 環状DNA操作（DNA組換えのメガニズム）

• ⾼分⼦化合物のトポロジー（様々なグラフの構造を持つ多環状⾼分⼦化合物）

• トポロジカル物質（次回の⼤同暁⼈先⽣による「物質の中のトポロジー」）

• トポロジカル量⼦計算



質問２：ハサミとのりを使った上で同相になるには何か条件があるのでしょうか
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JONES多項式ー
KAUFFMANによ
る状態和模型
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A POLYNOMIAL INVARIANT FOR KNOTS 
VIA VON NEUMANN ALGEBRAS1 

BY VAUGHAN F. R. JONES2 

A theorem of J. Alexander [1] asserts that any tame oriented link in 3-space 
may be represented by a pair (6, n), where b is an element of the n-string braid 
group Bn. The link L is obtained by closing 6, i.e., tying the top end of each 
string to the same position on the bottom of the braid as shown in Figure 1. 
The closed braid will be denoted bA. 

Thus, the trivial link with n components is represented by the pair (l ,n), 
and the unknot is represented by (si$2 * * • s n - i , n) for any n, where si, $2, • • • > 
sn_i are the usual generators for Bn. 

The second example shows that the correspondence of (b, n) with bA is 
many-to-one, and a theorem of A. Markov [15] answers, in theory, the question 
of when two braids represent the same link. A Markov move of type 1 is the 
replacement of (6, n) by (gbg~x, n) for any element g in Bn, and a Markov move 
of type 2 is the replacement of (6, n) by (6s J1 , n-hl). Markov's theorem asserts 
that (6, n) and (c, ra) represent the same closed braid (up to link isotopy) 
if and only if they are equivalent for the equivalence relation generated by 
Markov moves of types 1 and 2 on the disjoint union of the braid groups. 
Unforunately, although the conjugacy problem has been solved by F. Garside 
[8] within each braid group, there is no known algorithm to decide when (6, n) 
and (c, m) are equivalent. For a proof of Markov's theorem see J. Birman's 
book [4]. 

The difficulty of applying Markov's theorem has made it difficult to use 
braids to study links. The main evidence that they might be useful was 
the existence of a representation of dimension n — 1 of Bn discovered by 
W. Burau in [5]. The representation has a parameter t, and it turns out that 
the determinant of 1-(Burau matrix) gives the Alexander polynomial of the 
closed braid. Even so, the Alexander polynomial occurs with a normalization 
which seemed difficult to predict. 

In this note we introduce a polynomial invariant for tame oriented links via 
certain representations of the braid group. That the invariant depends only 
on the closed braid is a direct consequence of Markov's theorem and a certain 
trace formula, which was discovered because of the uniqueness of the trace on 
certain von Neumann algebras called type Hi factors. 

Notation. In this paper the Alexander polynomial A will always be nor-
malized so that it is symmetric in t and t~l and satisfies A(l) = 1 as in 
Conway's tables in [6]. 
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FIGURE l 

While investigating the index of a subfactor of a type IIi factor, the author 
was led to analyze certain finite-dimensional von Neumann algebras An gen-
erated by an identity 1 and n projections, which we shall call ei ,e2, . . . ,en . 
They satisfy the relations 

(I) e2=eue* = e*, 
(II) etCiiiCt = t/(l + t)2ei, 

(III) ae3 = ej6i if |z — y| > 2. 
Here t is a complex number. It has been shown by H. Wenzl [24] that an 

arbitrarily large family of such projections can only exist if t is either real and 
positive or e±2nt/k for some k = 3,4,5, When t is one of these numbers, 
there exists such an algebra for all n possessing a trace tr : An —> C completely 
determined by the normalization tr(l) = 1 and 

(IV) tr(o6) = tr(6o), 
(V) tr(wen +i) = t/(l + t)2 tv(w) if w is in An, 

(VI) tr(Va) > 0 i f a ^ 0 
(note A0 = C). 

Conditions (I)-(VI) determine the structure of A up to *-isomorphism. 
This fact was proved in [9], and a more detailed description appears in [10]. 
Remember that a finite-dimensional von Neumann algebra is just a product 
of matrix algebras, the * operation being conjugate-transpose. 

For real £, D. Evans pointed out that an explicit representation of An on 
C2 n+2 was discovered by H. Temperley and E. Lieb [23], who used it to show 
the equivalence of the Potts and ice-type models of statistical mechanics. A 
readable account of this can be found in R. Baxter's book [2]. This represen-
tation was rediscovered in the von Neumann algebra context by M. Pimsner 
and S. Popa [18], who also found that the trace tr is given by the restriction 
of the Powers state with t = X (see [18]). 

For the roots of unity the algebras An are intimately connected with Cox-
eter groups in a way that is far from understood. 

The similarity between relations (II) and (III) and Artin's presentation of 
the n-string braid group, 

{ « l , 5 2 , . . . , 5 n : SiSi+iSi = 3 i + i5 t« t + i , S{Sj = SjSi if \i~ j \ > 2}, 

0 
A POLYNOMIAL INVARIANT FOR KNOTS 105 

was first pointed out by D. Hatt and P. de la Harpe. It transpires that if one 
defines gi = y/i{tei — (1 — e^)), the gi satisfy the correct relations, and one 
obtains representations rt of Bn by sending Si to g{. 

THEOREM 1. The number (-(t + l ) / v ^ ) n - 1 tr(rt{b)) for b in Bn depends 
only on the isotopy class of the closed braid bA. 

DEFINITION. If L is a tame oriented classical link, the trace invariant 
VL(^) is defined by 

VL(t) = (-(t + l)/Vt)n-1tr(rt(b)) 
for any (6, n) such that 6A = L. 

The Hecke algebra approach shows the following. 
THEOREM 2. If the link L has an odd number of components, VL(£) is a 

Laurent polynomial over the integers. If the number of components is even, 
VL{t) is \fi times a Laurent polynomial. 

The reader may have observed that the von Neumann algebra structure 
(i.e., the * operation) and condition (VI) are redundant for the definition of 
Visit). This explains why VL can be extended to all values of t except 0. 
However, it must be pointed out that for positive t and the relevant roots of 
unity, the presence of positivity gives a powerful method of proof. 

The trace invariant depends on the oriented link but not on the chosen 
orientation. Let L~ denote the mirror image link of L. 

THEOREM 3. VL~{t) = VL(l/t). 
Thus, the trace invariant can be used to detect a lack of amphicheirality. 

It seems to be very good at this. A glance at Table 1 shows that it distin-
guishes the trefoil knot from its mirror image and hence, via Theorem 6, it 
distinguishes the two granny knots and the square knot. 

CONJECTURE 4. If L is not amphicheiral, VL~ ^ VL. 
There is some evidence for this conjecture, but only $10 hangs on it. In 

this direction we have the following result, where b is in £?n, 6+ is the sum 
of the positive exponents of 6, and b- is the (unsigned) sum of the negative 
ones in some expression for b as a word on the usual generators. 

THEOREM 5. Ifb+— 36_ — n-f 1 is positive, then bA is not amphicheiral. 
For b- = 0, i.e., positive braids, this follows from a recent result of 

L. Rudolf [21]. Also, if the condition of the theorem holds, we conclude 
that bA is not the unknot. This is similar in kind to a recent result of D. 
Bennequin [3]. 

The connected sum of two links can be handled in the braid group provided 
one pays proper attention to the components being joined. Let us ignore the 
subtleties and state the following (where # denotes the connected sum). 

THEOREM 6. V L I # L 2 =VLlVL2. 
As evidence for the power of the trace invariant, let us answer two questions 

posed in [4]. Both proofs are motivated by the fact, shown in [10], that rtiBn) 
is sometimes finite. 

Jones 代数
専⾨：作⽤素環論

結び⽬の多項式不変量



Kauffman状態和模型

交点

A B

各交点に２つの状態AとBのどちらかを対応させた
ものを結び⽬Kの状態和と呼ぶ。

Louis H. Kauffman (1945⽣まれ)



例：

A

A A

B

B B

交点の数がnの場合、状態の数が2n

3

S3\K：３次元球面（３次元空間+無限遠点）の中からKの近傍を取り除いたもの
基本群 π1(S3\K, p)を結び目群という
c1 ∩ c2 = ∅と f が全単射より、f(c1)と f(c2)は単位円板にあるジョルダン曲線で、共通点を持たない。
ジョルダン・シェーンフリースの定理により、f(c1) と f(c2) が共に単位円板の中の（小さい）円板を張る。f は自然に A\(c1 ∪ c2) と D\f(c1) ∪ f(c2) の同相写像を誘導する。
A\(c1 ∪ c2) は開円環面になり、連結である（領域が繋がっている）。一方で、D\f(c1) ∪ f(c2) は少なくとも二つの連結成分をもつ。よって二者は同相になれない。

< K >=
∑

s: K の状態
(−a2 − a−2)d(s)−1

∏

s: K の交点
Wc(s)

Wc(s) =

{
a 状態 A の場合
a−1 状態 B の場合

Kauffman状態和

s1 s2 s3 s4
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d(s)：状態 s の成分数（閉曲線の本数）
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< K > = (−a2 − a−2)a2 + 1 + 1 + (−a2 − a−2)a−2

= −a4 − a−4

3

結び目群＝基本群 π1(S3\K, p)

K：結び目
S3\K：３次元球面（３次元空間+無限遠点）の中から K の近傍を取り除いたもの
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< K >=
∑

s: K の状態
(−a2 − a−2)d(s)−1

∏

c: K の交点
Wc(s)
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{
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< K > = (−a2 − a−2)a2 + 1 + 1 + (−a2 − a−2)a−2

= −a4 − a−4

J(K) := (−a3)−[(! 正交点)−(! 正交点)] < K >

J(K) =< K >= −a4 − a−4

J(K) はライデマイスター移動 RI,RII, RIII で不変である。
R : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2

C2 ⊗ C2 の生成元は v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2

表現行列は
R =





a 0 0 0
0 0 a−1 0
0 a−1 a− a−3 0
0 0 0 a





Q =





0 0 0 0
0 −a2 1 0
0 1 −a−2 0
0 0 0 0





V：2 次元複素ベクトル空間とする。標準単位ベクトル v1 =

(
1
0

)
, v2 =

(
0
1

)
は V の基底

V ⊗ V：V と V のテンソル積。v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2 は V ⊗ V の基底
自己同型 R : V ⊗ V → V ⊗ V が以下の関係式を満たすとき、R-行列であるという。

(R⊗ idv) ◦ (idv ⊗R) ◦ (R⊗ idv) = (idv ⊗R) ◦ (R⊗ idv) ◦ (idv ⊗R)
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)
は V の基底

V ⊗ V：V と V のテンソル積。v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2 は V ⊗ V の基底
自己同型 R : V ⊗ V → V ⊗ V が以下の関係式を満たすとき、R-行列であるという。

(R⊗ idv) ◦ (idv ⊗R) ◦ (R⊗ idv) = (idv ⊗R) ◦ (R⊗ idv) ◦ (idv ⊗R)

正交点 負交点

𝐾

3

結び目群＝基本群 π1(S3\K, p)

K：結び目
S3\K：３次元球面（３次元空間+無限遠点）の中から K の近傍を取り除いたもの
基本群 π1(S3\K, p) を結び目群という
c1 ∩ c2 = ∅と f が全単射より、f(c1)と f(c2)は単位円板にあるジョルダン曲線で、共通点を持たない。
ジョルダン・シェーンフリースの定理により、f(c1) と f(c2) が共に単位円板の中の（小さい）円板を張る。f は自然に A\(c1 ∪ c2) と D\f(c1) ∪ f(c2) の同相写像を誘導する。
A\(c1 ∪ c2) は開円環面になり、連結である（領域が繋がっている）。一方で、D\f(c1) ∪ f(c2) は少なくとも二つの連結成分をもつ。よって二者は同相になれない。

< K >=
∑

s: K の状態
(−a2 − a−2)d(s)−1

∏

c: K の交点
Wc(s)

Wc(s) =

{
a 状態 A の場合
a−1 状態 B の場合

d(s)：状態 s の成分数（閉曲線の本数）

< K > = (−a2 − a−2)a2 + 1 + 1 + (−a2 − a−2)a−2

= −a4 − a−4

J(K) := (−a3)−[(! 正交点)−(! 負交点)] < K >

J(K) = (−a3)−2 < K >= −a−2 − a−10

J(K) はライデマイスター移動 RI,RII, RIII で不変である。
R : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2

C2 ⊗ C2 の生成元は v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2

表現行列は
R =




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0 0 a−1 0
0 a−1 a− a−3 0
0 0 0 a




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
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0 −a2 1 0
0 1 −a−2 0
0 0 0 0





V：2 次元複素ベクトル空間とする。標準単位ベクトル v1 =

(
1
0

)
, v2 =

(
0
1

)
は V の基底

V ⊗ V：V と V のテンソル積。v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2 は V ⊗ V の基底
自己同型 R : V ⊗ V → V ⊗ V が以下の関係式を満たすとき、R-行列であるという。

(R⊗ idV ) ◦ (idV ⊗R) ◦ (R⊗ idV ) = (idV ⊗R) ◦ (R⊗ idV ) ◦ (idV ⊗R)
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位相不変性

3

Wc(s) =

{
a 状態 A の場合
a−1 状態 B の場合

d(s)：状態 s の成分数（閉曲線の本数）

< K > = (−a2 − a−2)a2 + 1 + 1 + (−a2 − a−2)a−2

= −a4 − a−4

J(K) := (−a3)−[(! 正交点)−(! 正交点)] < K >

J(K) =< K >= −a4 − a−4

J(K) はライデマイスター移動 RI,RII, RIII で不変である。

RIIで不変：

A

B

A

A

B

B

a2

(-a2-a-2)

a-2

=

=

=

=

打ち消し合う！

=

なぜ不変量になるか



結び⽬と組紐群



数学における組紐

⼯芸品の組紐

数学の組紐

写真：Wikipedia

＝

𝜎 𝜎&*
全ての組紐は 、 と縦線の“合成”である



組紐と結び⽬の対応

閉じる

＝

閉じる
=

bの閉包b



組紐を使って結び⽬同値を調べる

• （Alexanderの定理） 全ての結び⽬はある組紐に対応する
• （Markovの定理）⼆つの組紐は同値な結び⽬に対応する必要⼗分条件は次の関係で移り合えること

＝
＝

組紐A

組紐X

組紐X-1

= 組紐A
組紐A 組紐A=

共役 安定化

①
②

③ ④



組紐から不変量を定義する

2

　ジョルダン・シェーンフリースの定理：
ジョルダン曲線 cの補集合は二つの連結成分からなり、それぞれの連結成分の境界は cに等しい。さらに、この二つの連結成分は単位円の内部と外部に同相である。
∃同相写像 f : R2 → R2 s.t. f(c) = S1

これから全ての写像と曲線が滑らかであると仮定する。平面上のジョルダン曲線は平面上の円板を張ることを説明した。結び目 K と L が（位相的）同値であるとは、R3 から自身への向きを保つ微分同相写像 f : R3 → R3 が存在して、
f(K) = L

となることをいう。
S1 と c(S1) の同相を誘導する
二つの結び目図式が同値な結び目を表すための必要十分条件は、それらが有限回のライデマイスター移動の繰り返しで移りあうことである。
よって、{ 結び目 }/同値 = { 結び目の図式 }/R1, RII, RIII

{ 結び目 }/同値 = { 組紐 }/ 1○, 2○, 3○, 4○

a = (φ(θ),ϕ(θ))

p = (tφ(θ), tϕ(θ))

b = (cos θ, sin θ)

q = (t cos θ, t sin θ)

写像 F : { 結び目 } → A s.t.

K と L が同値 =⇒ F (K) = F (L) ∈ A

のとき、写像 F による像は結び目の不変量になる。
写像 F : { 結び目の図式 } → A s.t.

D1 と D2 がライデマイスターで繋がる =⇒ F (D1) = F (D2) ∈ A

のとき、写像 F による像は結び目の不変量になる。
結び目の交点数
c(K)：K を表す結び目図式の交差点数の最小値
結び目群＝基本群 π1(S3\K, p)

K：結び目
S3\K：３次元球面（３次元空間+無限遠点）の中から K の近傍を取り除いたもの

Alexanderの定理とMarkovの定理により、
組紐から結び⽬不変量を定義する

2

　ジョルダン・シェーンフリースの定理：
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q = (t cos θ, t sin θ)
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K と L が同値 =⇒ F (K) = F (L) ∈ A

のとき、写像 F による像は結び目の不変量になる。
写像 F : { 結び目の図式 } → A s.t.

D1 と D2 がライデマイスターで繋がる =⇒ F (D1) = F (D2) ∈ A

のとき、写像 F による像は結び目の不変量になる。
写像 F : { 組紐 } → A s.t.

b1 と b2 が 1○, 2○, 3○, 4○ で繋がる =⇒ F (b1) = F (b2) ∈ A

のとき、写像 F による像は結び目の不変量になる。
結び目の交点数
c(K)：K を表す結び目図式の交差点数の最小値

A POLYNOMIAL INVARIANT FOR KNOTS 105 

was first pointed out by D. Hatt and P. de la Harpe. It transpires that if one 
defines gi = y/i{tei — (1 — e^)), the gi satisfy the correct relations, and one 
obtains representations rt of Bn by sending Si to g{. 

THEOREM 1. The number (-(t + l ) / v ^ ) n - 1 tr(rt{b)) for b in Bn depends 
only on the isotopy class of the closed braid bA. 

DEFINITION. If L is a tame oriented classical link, the trace invariant 
VL(^) is defined by 

VL(t) = (-(t + l)/Vt)n-1tr(rt(b)) 
for any (6, n) such that 6A = L. 

The Hecke algebra approach shows the following. 
THEOREM 2. If the link L has an odd number of components, VL(£) is a 

Laurent polynomial over the integers. If the number of components is even, 
VL{t) is \fi times a Laurent polynomial. 

The reader may have observed that the von Neumann algebra structure 
(i.e., the * operation) and condition (VI) are redundant for the definition of 
Visit). This explains why VL can be extended to all values of t except 0. 
However, it must be pointed out that for positive t and the relevant roots of 
unity, the presence of positivity gives a powerful method of proof. 

The trace invariant depends on the oriented link but not on the chosen 
orientation. Let L~ denote the mirror image link of L. 

THEOREM 3. VL~{t) = VL(l/t). 
Thus, the trace invariant can be used to detect a lack of amphicheirality. 

It seems to be very good at this. A glance at Table 1 shows that it distin-
guishes the trefoil knot from its mirror image and hence, via Theorem 6, it 
distinguishes the two granny knots and the square knot. 

CONJECTURE 4. If L is not amphicheiral, VL~ ^ VL. 
There is some evidence for this conjecture, but only $10 hangs on it. In 

this direction we have the following result, where b is in £?n, 6+ is the sum 
of the positive exponents of 6, and b- is the (unsigned) sum of the negative 
ones in some expression for b as a word on the usual generators. 

THEOREM 5. Ifb+— 36_ — n-f 1 is positive, then bA is not amphicheiral. 
For b- = 0, i.e., positive braids, this follows from a recent result of 

L. Rudolf [21]. Also, if the condition of the theorem holds, we conclude 
that bA is not the unknot. This is similar in kind to a recent result of D. 
Bennequin [3]. 

The connected sum of two links can be handled in the braid group provided 
one pays proper attention to the components being joined. Let us ignore the 
subtleties and state the following (where # denotes the connected sum). 

THEOREM 6. V L I # L 2 =VLlVL2. 
As evidence for the power of the trace invariant, let us answer two questions 

posed in [4]. Both proofs are motivated by the fact, shown in [10], that rtiBn) 
is sometimes finite. 

例

組紐bbの閉包

閉包



Yang-Baxter⽅程式と
結び⽬の不変量



Yang-Baxter⽅程式

R-⾏列

3

< K >=
∑

s: K の状態
(−a2 − a−2)d(s)−1

∏

s: K の交点
Wc(s)

Wc(s) =

{
a 状態 A の場合
a−1 状態 B の場合

d(s)：状態 s の成分数（閉曲線の本数）

< K > = (−a2 − a−2)a2 + 1 + 1 + (−a2 − a−2)a−2

= −a4 − a−4

J(K) := (−a3)−[(! 正交点)−(! 正交点)] < K >

J(K) =< K >= −a4 − a−4

J(K) はライデマイスター移動 RI,RII, RIII で不変である。
R : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2

C2 ⊗ C2 の生成元は v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2

表現行列は
R =





a 0 0 0
0 0 a−1 0
0 a−1 a− a−3 0
0 0 0 a





V：2 次元複素ベクトル空間とする。標準単位ベクトル v1 =

(
1
0

)
, v2 =

(
0
1

)
は V の基底

V ⊗ V：V と V のテンソル積。v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2 は V ⊗ V の基底
自己同型 R : V ⊗V → V ⊗V が以下の関係式を満たすとき、Yang-Baxter方程式の解であるという。

(R⊗ Idv) ◦ (idv ⊗R) ◦ (R⊗ Idv) = (idv ⊗R) ◦ (R⊗ Idv) ◦ (idv ⊗R)

3
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s: K の状態
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∏

s: K の交点
Wc(s)
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n次元に対して同じように
定義できる

イメージ =

R

V V V
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R(vi ⊗ vj) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl

＝

R⾏列の別の名前：
Yang-Baxter operator

Yang-Baxter ⽅程式
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結び目群＝基本群 π1(S3\K, p)
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4

R(vi ⊗ vj) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl

(R⊗ idV )(vi ⊗ vj ⊗ vt) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl ⊗ vt

R =





R11
11 R11

12 R11
21 R11

22
R12

11 R12
12 R12

21 R12
22

R21
11 R21

12 R21
21 R21

22
R22

11 R22
12 R22

21 R22
22





R⊗ idV =





R11
11 0 R11

12 0 R11
21 0 R11

22 0
0 R11

11 0 R11
12 0 R11

21 0 R11
22

R12
11 0 R12

12 0 R12
21 0 R12

22 0
0 R12

11 0 R12
12 0 R12

21 0 R12
22

R21
11 0 R21

12 0 R21
21 0 R21

22 0
0 R21

11 0 R21
12 0 R21

21 0 R21
22

R22
11 0 R22

12 0 R22
21 0 R22

22 0
0 R22

11 0 R22
12 0 R22

21 0 R22
22





R̃ = a−3R =





a−2 0 0 0
0 0 a−4 0
0 a−4 a−2 − a−6 0
0 0 0 a−2





R̃◦µ⊗µ =





a−2 0 0 0
0 0 a−4 0
0 a−4 a−2 − a−6 0
0 0 0 a−2









a2 0 0 0
0 a−2 0 0
0 0 a2 0
0 0 0 a−2



 =





1 0 0 0
0 0 a−2 0
0 a−6 1− a−4 0
0 0 0 a−4





R̃−1 ◦ µ⊗ µ =





a2 0 0 0
0 a2 − a6 a4 0
0 a4 0 0
0 0 0 a2









a2 0 0 0
0 a−2 0 0
0 0 a2 0
0 0 0 a−2



 =





a4 0 0 0
0 1− a4 a6 0
0 a2 0 0
0 0 0 1









a−2 0 0 0
0 a−10 − a−14 a−8 − a−12 + a−16 0
0 a−8 − a−12 + a−16 a−6 + a−14 − a−10 − a−18 0
0 0 0 a−10







⾏列のテンソル積 𝐴, 𝐵を⾏列とする

例：

4

R(vi ⊗ vj) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl

(R⊗ idv)(vi ⊗ vj ⊗ vt) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl ⊗ vt

R =





R11
11 R11

12 R11
21 R11

22
R12

11 R12
12 R12

21 R12
22

R21
11 R21

12 R21
21 R21

22
R22

11 R22
12 R22

21 R22
22





R⊗ idv =





R11
11 0 R11

12 0 R11
21 0 R11

22 0
0 R11

11 0 R11
12 0 R11

21 0 R11
22

R12
11 0 R12

12 0 R12
21 0 R12

22 0
0 R12

11 0 R12
12 0 R12

21 0 R12
22

R21
11 0 R21

12 0 R21
21 0 R21

22 0
0 R21

11 0 R21
12 0 R21

21 0 R21
22

R22
11 0 R22

12 0 R22
21 0 R22

22 0
0 R22

11 0 R22
12 0 R22

21 0 R22
22





4

R(vi ⊗ vj) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl

(R⊗ idV )(vi ⊗ vj ⊗ vt) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl ⊗ vt

R =





R11
11 R11

12 R11
21 R11

22
R12

11 R12
12 R12

21 R12
22

R21
11 R21

12 R21
21 R21

22
R22

11 R22
12 R22

21 R22
22





R⊗ idV =





R11
11 0 R11

12 0 R11
21 0 R11

22 0
0 R11

11 0 R11
12 0 R11

21 0 R11
22

R12
11 0 R12

12 0 R12
21 0 R12

22 0
0 R12

11 0 R12
12 0 R12

21 0 R12
22

R21
11 0 R21

12 0 R21
21 0 R21

22 0
0 R21

11 0 R21
12 0 R21

21 0 R21
22

R22
11 0 R22

12 0 R22
21 0 R22

22 0
0 R22

11 0 R22
12 0 R22

21 0 R22
22





R̃ = a−3R =





a−2 0 0 0
0 0 a−4 0
0 a−4 a−2 − a−6 0
0 0 0 a−2





R̃◦µ⊗µ =





a−2 0 0 0
0 0 a−4 0
0 a−4 a−2 − a−6 0
0 0 0 a−2









a2 0 0 0
0 a−2 0 0
0 0 a2 0
0 0 0 a−2



 =





1 0 0 0
0 0 a−2 0
0 a−6 1− a−4 0
0 0 0 a−4





R̃−1 ◦ µ⊗ µ =





a2 0 0 0
0 a2 − a6 a4 0
0 a4 0 0
0 0 0 a2









a2 0 0 0
0 a−2 0 0
0 0 a2 0
0 0 0 a−2



 =





a4 0 0 0
0 1− a4 a6 0
0 a2 0 0
0 0 0 1









a−2 0 0 0
0 a−10 − a−14 a−8 − a−12 + a−16 0
0 a−8 − a−12 + a−16 a−6 + a−14 − a−10 − a−18 0
0 0 0 a−10







Jones多項式（Kauffman状態和）に対応するR-⾏列

＝ a +   a-1

𝑣% 𝑣&

𝑣' 𝑣(

𝑣% 𝑣& 𝑣%
𝑣&

𝑣( 𝑣(𝑣' 𝑣'

𝑣% , 𝑣& , 𝑣' , 𝑣( ∈ {𝑣#, 𝑣$}

𝑅%&'( = 𝑎 ⋅ 𝐼%&'( + 𝑎"#𝑄%&'(

3

< K >=
∑

s: K の状態
(−a2 − a−2)d(s)−1

∏

s: K の交点
Wc(s)

Wc(s) =

{
a 状態 A の場合
a−1 状態 B の場合

d(s)：状態 s の成分数（閉曲線の本数）

< K > = (−a2 − a−2)a2 + 1 + 1 + (−a2 − a−2)a−2

= −a4 − a−4

J(K) := (−a3)−[(! 正交点)−(! 正交点)] < K >

J(K) =< K >= −a4 − a−4

J(K) はライデマイスター移動 RI,RII, RIII で不変である。
R : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2

C2 ⊗ C2 の生成元は v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2

表現行列は
R =





a 0 0 0
0 0 a−1 0
0 a−1 a− a−3 0
0 0 0 a





Q =





0 0 0 0
0 −a2 1 0
0 1 −a−2 0
0 0 0 0





V：2 次元複素ベクトル空間とする。標準単位ベクトル v1 =

(
1
0

)
, v2 =

(
0
1

)
は V の基底

V ⊗ V：V と V のテンソル積。v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2 は V ⊗ V の基底
自己同型 R : V ⊗V → V ⊗V が以下の関係式を満たすとき、Yang-Baxter方程式の解であるという。

(R⊗ Idv) ◦ (idv ⊗R) ◦ (R⊗ Idv) = (idv ⊗R) ◦ (R⊗ Idv) ◦ (idv ⊗R)

R(vi ⊗ vj) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl

よって

3

< K >=
∑

s: K の状態
(−a2 − a−2)d(s)−1

∏

s: K の交点
Wc(s)

Wc(s) =

{
a 状態 A の場合
a−1 状態 B の場合

d(s)：状態 s の成分数（閉曲線の本数）

< K > = (−a2 − a−2)a2 + 1 + 1 + (−a2 − a−2)a−2

= −a4 − a−4

J(K) := (−a3)−[(! 正交点)−(! 正交点)] < K >

J(K) =< K >= −a4 − a−4

J(K) はライデマイスター移動 RI,RII, RIII で不変である。
R : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2

C2 ⊗ C2 の生成元は v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2

表現行列は
R =





a 0 0 0
0 0 a−1 0
0 a−1 a− a−3 0
0 0 0 a





Q =





0 0 0 0
0 −a2 1 0
0 1 −a−2 0
0 0 0 0





V：2 次元複素ベクトル空間とする。標準単位ベクトル v1 =

(
1
0

)
, v2 =

(
0
1

)
は V の基底

V ⊗ V：V と V のテンソル積。v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2 は V ⊗ V の基底
自己同型 R : V ⊗V → V ⊗V が以下の関係式を満たすとき、Yang-Baxter方程式の解であるという。

(R⊗ Idv) ◦ (idv ⊗R) ◦ (R⊗ Idv) = (idv ⊗R) ◦ (R⊗ Idv) ◦ (idv ⊗R)

R(vi ⊗ vj) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl

R-⾏列となる！



組紐の⾏列表現

𝑅 をR-⾏列とする。

𝑅 𝑅"#

次の対応で定める写像を組紐の⾏列表現という。

例

（R"#⨂Id) ∘ (Id ⊗ 𝑅) ∘ (R"#⨂Id) ∘ (Id ⊗ 𝑅)

: 𝑉 ⊗ 𝑉⊗𝑉 → 𝑉⊗𝑉⊗𝑉

（位相的な）研究対象 代数的な写像
組紐

R

-1

-1

R

R

R

𝜎&*𝜎



＝ ＝

= =

共役 安定化

① ②

③ ④
①について

組紐の⾏列表現（R-⾏列）から不変量を作れる？

𝑅"# ∘ 𝑅 = 𝑖𝑑

𝑖𝑑

同じ写像に対応する

②について

3

結び目群＝基本群 π1(S3\K, p)

K：結び目
S3\K：３次元球面（３次元空間+無限遠点）の中から K の近傍を取り除いたもの
基本群 π1(S3\K, p) を結び目群という
c1 ∩ c2 = ∅と f が全単射より、f(c1)と f(c2)は単位円板にあるジョルダン曲線で、共通点を持たない。
ジョルダン・シェーンフリースの定理により、f(c1) と f(c2) が共に単位円板の中の（小さい）円板を張る。f は自然に A\(c1 ∪ c2) と D\f(c1) ∪ f(c2) の同相写像を誘導する。
A\(c1 ∪ c2) は開円環面になり、連結である（領域が繋がっている）。一方で、D\f(c1) ∪ f(c2) は少なくとも二つの連結成分をもつ。よって二者は同相になれない。

< K >=
∑

s: K の状態
(−a2 − a−2)d(s)−1

∏

s: K の交点
Wc(s)

Wc(s) =

{
a 状態 A の場合
a−1 状態 B の場合

d(s)：状態 s の成分数（閉曲線の本数）

< K > = (−a2 − a−2)a2 + 1 + 1 + (−a2 − a−2)a−2

= −a4 − a−4

J(K) := (−a3)−[(! 正交点)−(! 正交点)] < K >

J(K) =< K >= −a4 − a−4

J(K) はライデマイスター移動 RI,RII, RIII で不変である。
R : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2

C2 ⊗ C2 の生成元は v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2

表現行列は
R =





a 0 0 0
0 0 a−1 0
0 a−1 a− a−3 0
0 0 0 a





Q =





0 0 0 0
0 −a2 1 0
0 1 −a−2 0
0 0 0 0





V：2 次元複素ベクトル空間とする。標準単位ベクトル v1 =

(
1
0

)
, v2 =

(
0
1

)
は V の基底

V ⊗ V：V と V のテンソル積。v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2 は V ⊗ V の基底
自己同型 R : V ⊗V → V ⊗V が以下の関係式を満たすとき、Yang-Baxter方程式の解であるという。

(R⊗ Idv) ◦ (idv ⊗R) ◦ (R⊗ Idv) = (idv ⊗R) ◦ (R⊗ Idv) ◦ (idv ⊗R)

3

結び目群＝基本群 π1(S3\K, p)

K：結び目
S3\K：３次元球面（３次元空間+無限遠点）の中から K の近傍を取り除いたもの
基本群 π1(S3\K, p) を結び目群という
c1 ∩ c2 = ∅と f が全単射より、f(c1)と f(c2)は単位円板にあるジョルダン曲線で、共通点を持たない。
ジョルダン・シェーンフリースの定理により、f(c1) と f(c2) が共に単位円板の中の（小さい）円板を張る。f は自然に A\(c1 ∪ c2) と D\f(c1) ∪ f(c2) の同相写像を誘導する。
A\(c1 ∪ c2) は開円環面になり、連結である（領域が繋がっている）。一方で、D\f(c1) ∪ f(c2) は少なくとも二つの連結成分をもつ。よって二者は同相になれない。

< K >=
∑

s: K の状態
(−a2 − a−2)d(s)−1

∏

s: K の交点
Wc(s)

Wc(s) =

{
a 状態 A の場合
a−1 状態 B の場合

d(s)：状態 s の成分数（閉曲線の本数）

< K > = (−a2 − a−2)a2 + 1 + 1 + (−a2 − a−2)a−2

= −a4 − a−4

J(K) := (−a3)−[(! 正交点)−(! 正交点)] < K >

J(K) =< K >= −a4 − a−4

J(K) はライデマイスター移動 RI,RII, RIII で不変である。
R : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2

C2 ⊗ C2 の生成元は v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2

表現行列は
R =





a 0 0 0
0 0 a−1 0
0 a−1 a− a−3 0
0 0 0 a





Q =





0 0 0 0
0 −a2 1 0
0 1 −a−2 0
0 0 0 0





V：2 次元複素ベクトル空間とする。標準単位ベクトル v1 =

(
1
0

)
, v2 =

(
0
1

)
は V の基底

V ⊗ V：V と V のテンソル積。v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2 は V ⊗ V の基底
自己同型 R : V ⊗V → V ⊗V が以下の関係式を満たすとき、Yang-Baxter方程式の解であるという。

(R⊗ Idv) ◦ (idv ⊗R) ◦ (R⊗ Idv) = (idv ⊗R) ◦ (R⊗ Idv) ◦ (idv ⊗R)

＝
R-⾏列だから！ 同じ写像に対応する

🤗

🤗



組紐A

組紐X

組紐X-1

組紐A

③について

𝑓

𝑔 ∘ 𝑓 ∘ 𝑔"#

トレースを取る
𝑡𝑟 𝑓 ∈ 複素数

トレースを取る 𝑡𝑟 𝑔 ∘ 𝑓 ∘ 𝑔"#
= 𝑡𝑟 𝑓 ∘ 𝑔"# ∘ 𝑔 = 𝑡𝑟(𝑓)

トレースが同じ写像が違う 🤗😢



組紐A

組紐A

④について

𝑓 ⊗ 𝑖𝑑 ∘ (𝑖𝑑 ⊗ 𝑅)
トレースを取る

𝑡𝑟[ 𝑓 ⊗ 𝑖𝑑 ∘ (𝑖𝑑 ⊗ 𝑅)]

𝑓 𝑡𝑟(𝑓)

トレースを取る

トレースも⼀般に等しくない

∀𝑓, 𝑡𝑟 𝑓 ⊗ 𝑖𝑑 ∘ 𝑖𝑑 ⊗ 𝑅 =𝑡𝑟 𝑓 ⇔ 𝑅%#
&# + 𝑅%$

&$ = 𝛿%
&

3

< K >=
∑

s: K の状態
(−a2 − a−2)d(s)−1

∏

s: K の交点
Wc(s)

Wc(s) =

{
a 状態 A の場合
a−1 状態 B の場合

d(s)：状態 s の成分数（閉曲線の本数）

< K > = (−a2 − a−2)a2 + 1 + 1 + (−a2 − a−2)a−2

= −a4 − a−4

J(K) := (−a3)−[(! 正交点)−(! 正交点)] < K >

J(K) =< K >= −a4 − a−4

J(K) はライデマイスター移動 RI,RII, RIII で不変である。
R : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2

C2 ⊗ C2 の生成元は v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2

表現行列は
R =





a 0 0 0
0 0 a−1 0
0 a−1 a− a−3 0
0 0 0 a





V：2 次元複素ベクトル空間とする。標準単位ベクトル v1 =

(
1
0

)
, v2 =

(
0
1

)
は V の基底

V ⊗ V：V と V のテンソル積。v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2 は V ⊗ V の基底
自己同型 R : V ⊗V → V ⊗V が以下の関係式を満たすとき、Yang-Baxter方程式の解であるという。

(R⊗ Idv) ◦ (idv ⊗R) ◦ (R⊗ Idv) = (idv ⊗R) ◦ (R⊗ Idv) ◦ (idv ⊗R)

R(vi ⊗ vj) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl

😢

トレースが等しい時

ここで

R ＝

イメージ

𝑡𝑟$(𝑅)



Vladimir	Turaev（1954年⽣まれ）

強化されたR⾏列 (enhanced R-matrix)

R⾏列以外、次の条件を満たす⾃⼰同型 𝜇: 𝑉 → 𝑉を加える
1. 𝑅 ∘ 𝜇 ⊗ 𝜇 = 𝜇 ⊗ 𝜇 ∘ 𝑅
2. 𝑡𝑟$(𝑅 ∘ 𝑖𝑑 ⊗ 𝜇 ) = 𝑖𝑑, 𝑡𝑟$(𝑅"#∘ 𝑖𝑑 ⊗ 𝜇 ) = 𝑖𝑑

R

＝
𝜇 𝜇 R

𝜇 𝜇
1.

2. R

𝜇
＝

イメージ

ペア（𝑅, 𝜇）を強化されたR-⾏列という。

1988年



R

-1

-1

R

R

R

（位相的な）研究対象
組紐

𝜇 𝜇 𝜇

強化されたR⾏列を使って不変量を作る

トレースを取る

複素数F:

①②③④で不変なので、結び⽬不変量になる。



Jones多項式（Kauffman状態和）に対応する強化されたR-⾏列

3

< K >=
∑

s: K の状態
(−a2 − a−2)d(s)−1

∏

s: K の交点
Wc(s)

Wc(s) =

{
a 状態 A の場合
a−1 状態 B の場合

d(s)：状態 s の成分数（閉曲線の本数）

< K > = (−a2 − a−2)a2 + 1 + 1 + (−a2 − a−2)a−2

= −a4 − a−4

J(K) := (−a3)−[(! 正交点)−(! 正交点)] < K >

J(K) =< K >= −a4 − a−4

J(K) はライデマイスター移動 RI,RII, RIII で不変である。
R : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2

C2 ⊗ C2 の生成元は v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2

表現行列は
R =





a 0 0 0
0 0 a−1 0
0 a−1 a− a−3 0
0 0 0 a





Q =





0 0 0 0
0 −a2 1 0
0 1 −a−2 0
0 0 0 0





V：2 次元複素ベクトル空間とする。標準単位ベクトル v1 =

(
1
0

)
, v2 =

(
0
1

)
は V の基底

V ⊗ V：V と V のテンソル積。v1 ⊗ v1, v1 ⊗ v2, v2 ⊗ v1, v2 ⊗ v2 は V ⊗ V の基底
自己同型 R : V ⊗V → V ⊗V が以下の関係式を満たすとき、Yang-Baxter方程式の解であるという。

(R⊗ Idv) ◦ (idv ⊗R) ◦ (R⊗ Idv) = (idv ⊗R) ◦ (R⊗ Idv) ◦ (idv ⊗R)

R(vi ⊗ vj) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl

𝜇 = 𝑎$ 0
0 𝑎"$

4

R(vi ⊗ vj) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl

(R⊗ idv)(vi ⊗ vj ⊗ vt) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl ⊗ vt

R =





R11
11 R11

12 R11
21 R11

22
R12

11 R12
12 R12

21 R12
22

R21
11 R21

12 R21
21 R21

22
R22

11 R22
12 R22

21 R22
22





R⊗ idv =





R11
11 0 R11

12 0 R11
21 0 R11

22 0
0 R11

11 0 R11
12 0 R11

21 0 R11
22

R12
11 0 R12

12 0 R12
21 0 R12

22 0
0 R12

11 0 R12
12 0 R12

21 0 R12
22

R21
11 0 R21

12 0 R21
21 0 R21

22 0
0 R21

11 0 R21
12 0 R21

21 0 R21
22

R22
11 0 R22

12 0 R22
21 0 R22

22 0
0 R22

11 0 R22
12 0 R22

21 0 R22
22





R̃ = a−3R =





a−2 0 0 0
0 0 a−4 0
0 a−4 a−2 − a−6 0
0 0 0 a−2





は強化されたR-⾏列となる

証明：1. について、 S𝑅も 𝜇 ⊗ 𝜇も対称⾏列だから、
2. について

𝑅 ∘ 𝜇 ⊗ 𝜇 = 𝜇 ⊗ 𝜇 ∘ 𝑅は明らか

4

R(vi ⊗ vj) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl

(R⊗ idv)(vi ⊗ vj ⊗ vt) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl ⊗ vt

R =





R11
11 R11

12 R11
21 R11

22
R12

11 R12
12 R12

21 R12
22

R21
11 R21

12 R21
21 R21

22
R22

11 R22
12 R22

21 R22
22





R⊗ idv =





R11
11 0 R11

12 0 R11
21 0 R11

22 0
0 R11

11 0 R11
12 0 R11

21 0 R11
22

R12
11 0 R12

12 0 R12
21 0 R12

22 0
0 R12

11 0 R12
12 0 R12

21 0 R12
22

R21
11 0 R21

12 0 R21
21 0 R21

22 0
0 R21

11 0 R21
12 0 R21

21 0 R21
22

R22
11 0 R22

12 0 R22
21 0 R22

22 0
0 R22

11 0 R22
12 0 R22

21 0 R22
22





R̃ = a−3R =





a−2 0 0 0
0 0 a−4 0
0 a−4 a−2 − a−6 0
0 0 0 a−2





R̃◦µ⊗µ =





a−2 0 0 0
0 0 a−4 0
0 a−4 a−2 − a−6 0
0 0 0 a−2









a2 0 0 0
0 a−2 0 0
0 0 a2 0
0 0 0 a−2



 =





1 0 0 0
0 0 a−2 0
0 a−6 1− a−4 0
0 0 0 a−4





𝑡𝑟$(𝑅 ∘ 𝑖𝑑 ⊗ 𝜇 ) = 𝑖𝑑

4

R(vi ⊗ vj) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl

(R⊗ idv)(vi ⊗ vj ⊗ vt) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl ⊗ vt

R =





R11
11 R11

12 R11
21 R11

22
R12

11 R12
12 R12

21 R12
22

R21
11 R21

12 R21
21 R21

22
R22

11 R22
12 R22

21 R22
22





R⊗ idv =





R11
11 0 R11

12 0 R11
21 0 R11

22 0
0 R11

11 0 R11
12 0 R11

21 0 R11
22

R12
11 0 R12

12 0 R12
21 0 R12

22 0
0 R12

11 0 R12
12 0 R12

21 0 R12
22

R21
11 0 R21

12 0 R21
21 0 R21

22 0
0 R21

11 0 R21
12 0 R21

21 0 R21
22

R22
11 0 R22

12 0 R22
21 0 R22

22 0
0 R22

11 0 R22
12 0 R22

21 0 R22
22





R̃ = a−3R =





a−2 0 0 0
0 0 a−4 0
0 a−4 a−2 − a−6 0
0 0 0 a−2





R̃◦µ⊗µ =





a−2 0 0 0
0 0 a−4 0
0 a−4 a−2 − a−6 0
0 0 0 a−2









a2 0 0 0
0 a−2 0 0
0 0 a2 0
0 0 0 a−2



 =





1 0 0 0
0 0 a−2 0
0 a−6 1− a−4 0
0 0 0 a−4





R̃−1 ◦ µ⊗ µ =





a2 0 0 0
0 a2 − a6 a4 0
0 a4 0 0
0 0 0 a2









a2 0 0 0
0 a−2 0 0
0 0 a2 0
0 0 0 a−2



 =





a4 0 0 0
0 1− a4 a6 0
0 a2 0 0
0 0 0 1





𝑡𝑟$(𝑅"#∘ 𝑖𝑑 ⊗ 𝜇 ) = 𝑖𝑑



例： 𝐽(𝐾) = 𝑎") + 𝑎"#$ − 𝑎"#*

𝜇 𝜇

S𝑅

S𝑅

S𝑅

S𝑅! ∘ (𝜇 ⊗ 𝜇)

4

R(vi ⊗ vj) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl

(R⊗ idv)(vi ⊗ vj ⊗ vt) =
∑

1≤k,l≤2

Rkl
ij vk ⊗ vl ⊗ vt

R =





R11
11 R11

12 R11
21 R11

22
R12

11 R12
12 R12

21 R12
22

R21
11 R21

12 R21
21 R21

22
R22

11 R22
12 R22

21 R22
22





R⊗ idv =





R11
11 0 R11

12 0 R11
21 0 R11

22 0
0 R11

11 0 R11
12 0 R11

21 0 R11
22

R12
11 0 R12

12 0 R12
21 0 R12

22 0
0 R12

11 0 R12
12 0 R12

21 0 R12
22

R21
11 0 R21

12 0 R21
21 0 R21

22 0
0 R21

11 0 R21
12 0 R21

21 0 R21
22

R22
11 0 R22

12 0 R22
21 0 R22

22 0
0 R22

11 0 R22
12 0 R22

21 0 R22
22





R̃ = a−3R =





a−2 0 0 0
0 0 a−4 0
0 a−4 a−2 − a−6 0
0 0 0 a−2





R̃◦µ⊗µ =





a−2 0 0 0
0 0 a−4 0
0 a−4 a−2 − a−6 0
0 0 0 a−2









a2 0 0 0
0 a−2 0 0
0 0 a2 0
0 0 0 a−2



 =





1 0 0 0
0 0 a−2 0
0 a−6 1− a−4 0
0 0 0 a−4





R̃−1 ◦ µ⊗ µ =





a2 0 0 0
0 a2 − a6 a4 0
0 a4 0 0
0 0 0 a2









a2 0 0 0
0 a−2 0 0
0 0 a2 0
0 0 0 a−2



 =





a4 0 0 0
0 1− a4 a6 0
0 a2 0 0
0 0 0 1









a−2 0 0 0
0 a−10 − a−14 a−8 − a−12 + a−16 0
0 a−8 − a−12 + a−16 a−6 + a−14 − a−10 − a−18 0
0 0 0 a−10




=

トレースを取る

𝑎"$ + 𝑎"* + 𝑎"#+ − 𝑎"#,
=𝐽(𝐾)(𝑎$ + 𝑎"$)
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